Geschlecht einer glatten Kurve
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Satz:

d—1)(d—2
C C P? glatte Kurve von Grad d = ¢(C) = %

Definition: C' glatte Kurve C P2, Ein Punkt p € P? heiit allgemein (”generisch”),
wenn durch P genau d(d — 1) verschiedene Tangenten an C' gezogen werden kénnen.
Erinnere: V,C polare von C bez. P

pPeCNV,CeTy5P

Bemerkung;:

1) Wir werden spéter sehen, dass ”die meisten” Punkte allgemein bez. C' sind
2) Wir werden Begriffe spéter fiir singuldre Kurven brauchen

3) P allgemein bedeutet, gewisse Unfille passieren nicht



Zu Beispiel 1 :
I(C, TpC’,p/) = 3 und I(VpC,p/) =2
Zu Beispiel 2 erkennt man, dass durch Verschiebung 2 Tangenten entstehen.

Beweis von Satz von Riemann-Clebsch
Nehme einen Punkt p € P? allgemein bez C

m:P2\P—C p¢CCP? Gerade

P —Q=|PP |NnC

IP),...,Py N =d(d—1)

| PP, |= TP;C

Qi =7(P)) € C =P~ §?

Wir haben 7~1(Q) besteht aus genau d = Grad(C) verschiedenen Punkten, wenn
Q ¢ {Qla"'aQN}



771(Q) besteht aus d — 1 verschiedenen Punkten.

Wir nehmen die Triangulierung von S? ~ C , welche die Punkte Q; i = 1,...

Eckpunkte hat.

E = Menge der Eckpunkte, {Q1,...,Qn} € E
K = Anzahl Kanten = F = Anzahl Fliachenstiicke

E-K+F=2

, IV als



Nehme Urbilder der Dreiecke aus F' — Triangulierung von C, E K F

E =dE-N

K =dK

Also X(C)=E —K' +F =dE—-N —dK — DF
—d(E-K+F)—N=dX(P))—N=2d—N
2-29(C)=2d—d(d—1) =3d — d?

29(C)=d?> —3d+2=(d—1)(d—2)

Bemerkung: 1) Im Beweis haben wir P allgemein bez. C vorausgesetzt Beweis funk-
tioniert auch wenn P nicht allgemein bez. C ist, aber ist etwas komplizierter.

I(C, Ty Cip') = I(C, V,Cip) + 1

Finde noch immer E' = dE — N weil N = > 1(C, V,C;p)

2) Diese topologische Invariante C' bestimmt auch die Struktur von CJ(C')
Es ist C}(C) ~ CI/A R29/729 = (S1)29 A ~ 7%

Wie viele Elemente der Ordnung N gibt es ?
Antwort: N29
Alternative Definition von g iiber die Geometrie

0 € C kubik : ¢ Wendepunkt < P @ P @ P =0 (Element der Ordnung 3)

g=3> — g=1
Grad(C) = 4 = 64 Elemente der Ordnung 2 in CI(C)



Nachtrag zur Klassifikation von Kubiken

Gruppe PG Ly operiert auf P! = C' U {0}
durch gebrochene lineare Transformationen

¢:x|—>iii§ ad —yB #0

Inhomogene Schreibweise

(z 1 y) — (ax + By; vz + dy)

induziert von linearen Transformationen auf C2
Bemerke es gilt genau eine Transformation welche

0—0 oo+ 00
= ¢=1d

Definition

a,b,c,d € P! vier verschiedene Punkte auf P' = C U {oco}

Das Doppelverhiltinis von (a, b, ¢, d) ist (a,b,c,d) = fracc —ab—c: % e C*\ {1}
Proposition 3! 1 : P — P! mit ¢(a) = oo, (b) = 0,9 (c) = 1

Das Bild von d unter v ist dann ¢ (d) = (a, b; ¢, d)

Beweis: Definiere v : P* — P! durch "4 (z) = (a, b; ¢, z)”
Wir setzen also : ¥(z) = %% € PGL,

b(@) =00 Y(b) =0 (e) =1 ¥(d) = (abic.d)

(Sei 1) eine weitere Abb.i) (a) = 0o0,v (b) = 0,9 (¢) =1,
dann ¢’ o ¢ : P! — P! mit co —» 00,0 —> 0,1 —> 1
also (¢') "' otp = Id und ¢ = ¢’

Propostition: a, b, ¢, d; al, bl, c,, d Quadrupeles von Punkte in P!

Fip: Pt = P(a) = a',p(b) = b () =cy(d) =d < (a,b;e,d) = (a',b;¢,d)
Beweis: a,b, c,d € P! :¢> P! > a/,b/,c/,d/

mit a,b,c,dc P X PP s b, ¢, d

mit (00,0,1,\) € ¢ und X\ = (a, b, ¢,d) und mit (c0,0,1,\) € ' und X' = (a', b, ¢, d)

Bemerke: Ist (a,b,c,d) = A, so ist (b,a,c,d) = % und (¢, b,a,d) =1— A
A — %, A+— 1 — X erzeugen eine Gruppe o3 mit 6 Elementen 1 — %, ﬁ, ﬁ

. .2— 3 . . .
i) = 26652500 () = 5(3) =5(1 -\
j(A) = konstante — 6 Losungen fiir A

Satz: 3¢ : P! — P! mit ¢({a,b,¢,d}) = {a’,b, ¢, d'} & j(a,b,c,d) = j(a', b, ¢, d)



Kehren wir nun zu unserem vorherigen Thema zuriick

P—p eC

zwei der Tangenten an C' durch P werden zur Tangente TprC' p € C Kubik

— es gibt 4 Geraden 1, l2,13,14 durch P mit l; # T}l welche Tangente von C sind.
li = Tp,C mit 4 Punkten in T,P?

Satz von Ponce:

j-Invariante von [y, l2, 3,14 ist unabhéngig von p € C
Dles ist per Definition j-Invariante von C'



